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Resumen 

Las correlaciones cuanticas en sistemas compuestos son de gran importancia, y son un recurso fundamental 
para el desarrollo de protocolos en computation e informacion cuantica. En este trabajo, utilizando el 
formalismo de los osciladores f-deformados, se construyen estados coherentes puros no lineales usando 
la funcion de deformation de Barut-Girardello. Tambien se construye la extension a estados mixtos 
utilizando los estados tipo Werner. Para los estados construidos, se estudia la dependencia del grado de 
entrelazamiento y de la discordia cuantica, en funcion de las deformaciones de los estados, y su grado de 
mezcla. 


Introduction 

El entrelazamiento es una de las correlaciones que no tiene contraparte clasica, y su efecto marca una gran 
diferencia en los comportamientos clasicos y cuanticos de sistemas compuestos. Schrodingei 1 fue el primero 
en darse cuenta de este efecto, al percatarse que el conocimiento de la informacion maximal del estado de un 
sistema compuesto por dos particiones no garantiza el total conocimiento de la informacion arrojado por los 
estados de cada partition que constituye al sistema. El entrelazamiento ha sido usado corno recurso en pro- 
cesos de teleportation,®^ codification superdensa,® donation cuantica,® algoritmos cuanticos,®® criptograffa 
cuantica,® y tecnologfas de computacion cuantica,® entre otros. Sin embargo, el entrelazamiento cuantico no 
es la rinica correlation cuantica util para el procesado cuantico de informacion (PCI). La Discordia Cuantica 
(DC) introducida inicialmente por Ollivier y Zurek,® y al misrno tiernpo y de forma independiente por Hen¬ 
derson y Vedral ,® 0 mide otro tipo de correlation que la planteada por el entrelazamiento, que incluso puede 
ser distinta de cero acin en aquellos casos en los cuales no existe entrelazamiento, lo cual ocurre para una clase 
muy particular pero amplia de estados separablesf 11 La DC se define como la diferencia entre la informacion 
mutua del sistema y la informacion mutua obtenida despues de medir sobre una de las particiones de dicho 
sistema. Es decir, al medir localmente sobre las distintas partes del sistema, no se obtiene la informacion 
del estado original antes de la rnedida, ya que parte de esta es inaccesible locamente; razon por la cual la 
DC se puede interpretar como una rnedida de la fraction de informacion mutua a pares que es localmente 
inaccesible ,^® 0 o como la diferencia entre la informacion contenida en todo el sistema y la que se obtiene al 
perturbar midiendo localmente uno de sus constituyentes.®^ 

El entrelazamiento en variables continuas se ha presentado como una tecnica prometedora para codificar 
y manipular la informacion cuantica . 13 En particular, los estados coherentes entrelazadosj- 14 ^ a dos modos, 
presentan oscilaciones y estadistica fotonica mas robustas que para los estados bi-fotonicos entrelazados po- 
larizados .® 5 Recientemente, Hosseimi y colab or adores,® han usado la tecnica de detection homodina para 
encontrar experimentalmente la DC en sistemas de variable continua; usando estados Gaussianos y no Gaus- 
sianos obtienen DC distintos de cero aun para un valores pequenos de los parametros involucrados. De 
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aquf la necesidad de cuantificar y comparar correlaciones cuanticas (entrelazamiento y DC) para estados con 
variable continua. 

En el presente trabajo, enfocaremos el estudio de la DC y el entrelazamiento de formation (EoF) para 
estados con variable continua, tomando los estados coherentes bipartitos no ortogonales /—deformados tipo 
Bell, y su mezcla con el estado maximamente mixto, tipo cuasi-Werner. Una parte de este estudio fue 
presentado en una conferencia previap- 7 por lo que el presente trabajo muestra algunos nuevos resultados del 
EoF y la DC en forma analitica, para los estados antes mencionados, introduciendo mejoras, correcciones y 
optimizaciones con respecto a los publicados en dicha conferencia. En el presente trabajo se determino una 
expresion analitica de la DC, la cual ya esta maximizada en su entropia condicional, y se determino el EoF en 
forma analitica. Esta publication esta estructurada en tres partes. En la primer a, se hace una introduction 
a los estados coherentes no lineales /-deformados. En la segunda parte, se presenta una description de la 
DC, y se muestran resultados analiticos de dicha medida de correlation; asi corno de la concurrencia y el 
EoF. En la tercera parte, se discuten y analizan los resultados obtenidos. 


Osciladores f —deformados 

Los estados coherentes fueron descubiertos inicialmente por Scrodinger 1 ^ cuando determino la funcion de 
onda dependiente del tiempo para un oscilador armonico; ya que estos deben estar en completo acuerdo 
con el movimiento oscilatorio clasico. Posteriormente, esto estados fueron introducidos en la optica cuantica 
por Glauber,® nrediante el estudio de la coherencia de los campos de radiation cuantizados, el demostro 
que los estados coherentes |a) pueden ser obtenidos a partir de cualesquiera de las siguientes premisas: 

(I) Son los autovectores del operador de aniquilacion bosonico a, cuyo autovalor a es cualquier numero 
complejo, comunmente llamado variable continua. Es decir, a\a) = a\a). (II) Se obtienen de a aplicar 
el operador desplazamiento D (a) = exp (cra^ — a*a ) sobre el vacio cuantico |0) del oscilador armonico, es 
decir, |a) = D(a ) |0), siendo cA el operador de creation bosonico. (Ill) Son estados cuanticos para los cuales 
el producto de las dispersiones del operador momento y position presentan el minimo valor de incertidum- 
bre, es decir, en dichos estados se cumple que (A q) 2 a (A p) 2 a = H/ 4, siendo q y p los operadores position y 
momentum, respectivamente. 

Man’ko y colaboradoreJ^ introdujeron los osciladores /—deformados, corno una generalization de los q— osciladores. 
Los /—osciladores describen oscilaciones con un tipo especifico de no linealidad; para los cuales la frecuencia 
de oscilacion depende de la energia del oscilador. Estos osciladores no lineales, a un solo modo, se obtienen 
a partir de la deformation de los operadores de aniquilacion y creation bosonicos, de acuerdo a las siguientes 
relaciones algebraicas 

A = af(h) = f(h + l)a, 

A t = f(h)cA = cA f(n + 1), 

donde h = a^a, es el operador de numero bosonico, y su action sobre las bases del espacio de Fox es 

A\n) = \fnf (h)\n - 1), (2a) 

AA\n) = Vn + 1 f(h + l)\n + 1). (2b) 

Los operadores bosonicos deformados, A y #, difieren de los operadores bosonicos usuales, a y a', por 
una funcion de deformacion /(n), siendo esta una funcion continua, real y positiva tal que /(0) = 1. Las 
relaciones de commutation entre los operadores deformados estan dadas por 

[n,A) = -A, [n,A^] = -A\ y [A,A*] =l + <f>(h), (3) 

donde 0(h) = (h + 1) / 2 (h + 1) — n f 2 (h) — 1. La deformacion es fija cuando se define la funcion /(h), y 
los estados coherentes se recuperan cuando /(h) = 1. Man’ko y colaboradores 20 introdujeron los estados 


(la) 

(lb) 
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coherentes /—deformados \ot) A , de manera analoga a los estados coherentes; es decir, como los autoestados 
del operador de aniquilacion deformado A. Por lo que, de la ecuacion de autovalores A\a) A = ot\a) A conduce 
a: 


a) a = n a 

n =0 



\n) 


N a 


E | O'| 

n\ / 2 (n)! 
n—n j \ j 


- 1/2 


(4a) 

(4b) 


donde Na es la constante de normalization, \a\ 2 es el numero medio de fotones, y f(n)\ = /(0)/(l)/(2) • • • f(n) 
Estos estados poseen propiedades no clasicas como compresion y antibunching. 21 Debido a que el conmu- 
tador de A con it 

no es un numero (vease la Ec. ED el operador desplazamiento D(a) no puede ser escrito 
como el producto de exponenciales, ni tampoco es unitario. Recamier y colaboradores 21 demuestran que 
los estados coherente /—deformado | a) D pueden ser obtenidos a partir de un operador desplazamiento 
/—deformado D(a, /), cuando se hace actual' sobre el estado vacio |0) del espacio de Fox; en otras palabras, 

| a) D = D(a, /)|0). El operador desplazamiento deformado puede ser escrito de la forma 


D(a, /) = exp 


a 


it 


exp 


a 


'A 


exp 


-^r( ! + <£(")) 


( 5 ) 


Este operador desplazamiento es aproximadamente unitario, y desplaza tanto al operador i como al operador 
it si y solo si \a\ 2 (/>(h)/2 1. Este operador desplazamiento satisface las relaciones 


D{-a, /) = D~ 1 (a, f) = D*(a, /), (6a) 

D\a, f)AD(a , /) = i + a (1 - </>(n)), (6b) 

D\a, f)A ] D(a 1 /) = i f + a* (1 - </(n)). (6c) 

Tambien obedece la relation de semigrupo, esto es, 

D(a, f)D(/3, f) = D(a + P, f) exp [flm (a/3*) (1 + 4>(n))} . (7) 


Los estados coherentes /—deformados normalizados, obtenidos a partir del operador desplazamiento D(a , /) 
tienen la forma 


) D = D ( c,,/)io)=jv D f;2!Ml|„), 

-n V n! 

n=0 

oo I io„ r 2/ N.l ~- 1 / 2 

\a\ n f (n)\ 

.71=0 


N d = 


n\ 


(8a) 


(8b) 


Los dos tipos de estados deformados | a) A y | a) D presentan una evolution cuantica similar, pero sus es- 
tadistica son diferentesj 22j 


Los estados coherentes asociados con el algebra de Lie 517(1,1) fueron construidos por Barut y Gi- 
rardellcpS y por Gilmore y PerelomovD 24 25 Las funciones no lineales de deformation asociadas con es¬ 
tos estados 517(1,1) son /bgK ^) = V n + 2k — 1 y fGp(n,n ) = \Jn + 2 k — 1, respectivamente, con k = 
1/2,1,3/2, ••• . Con la hnalidad de ilustrar la influencia de la deformation la influencia de la deformation 
sobre la DC y el EoF, en el presente trabajo utilizaremos solamente la funcion fsGi como nuestra funcion 
no lineal de deformation, de los estados /—deformados | a) D . 


En el presente trabajo consideraremos a los estados coherentes /—deformados como un recurso para codificar 
information o desarrollar protocolos cuanticos. Para ello consideraremos las bases ortogonales 

l±) = N± (\a) D ± | - a) D ) , (9) 
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conocidas como las bases ortonormales deformadas, impares y pares, tipo Gato de Schrodinger, respectiva- 
mente, donde N± = (2 ± 2 o(ot\ — q ;) d ) _1 ^ 2 son las constantes de normalizacion. Consideraremos ademas el 
estado puro deformado, no ortogonal, tipo Bell de la forma 


IV> + ) = n+ (\a) D ® | a) D ± | - a) D <g> \ - a) D ) , (10) 

1 I r\ 

donde la constante de normalizacion viene dada por n + = [2 + 2 \d{oi\ — a) d\ 2 ) ■ Considerando las bases 

ortonormales |±), de forma tal que los estados \ip + ) se pueden escribir de la forma 


IV> + > 


n + l+, +) |~, ~) 

2 [(1V +) 2 (AU) 2 J ’ 


( 11 ) 


Los estados cuasi-Werner pw son construido a partir de la combination lineal entre el operador identidad 
I 4 , de orden 4, y el proyector construido con el estado dado en m■ La interpretation ffsica de este 
estado corresponde a la mezcla estadistica entre los estados |l 4 y \ip + )(ip + \ con probabilidad (1 — p) y p, 
respectivamente. Esto es, 

p w {a,f{n),p) = — - P \ 4 + p\'ip + )(ip + \ • ( 12 ) 


Entrelazamiento de formacion y Discordia cuantica 

Una buena medida para cuantificar el entrelazamiento de un estado puro ip es la entropia de von-Neumann 
(definida como S(p) = —plog 2 {p), en unidades de bits), la razon se debe a la posibilidad de convertir un 
estado puro entrelazado en otro a partir de una cierta cantidad de estados singletes,® dicha cantidad es 
proporcional a la entropia del estado asociado a una de sus particiones. Asi, que el entrelazamiento de 
formacion para un estado puro viene dado por 

EoF(iip) = S ( PA ) = S( PB ) (13) 

Siendo pa = tr^ [||] y ps = [I'*/’)('*/’!] l° s estados reducidos. Es claro que el entrelazamiento de 

formacion vista como la entropia para un estado puro no cambia antes operaciones locales, por lo que no 
es posible la creacion o destruccion de entrelazamiento usando transformaciones unitarias locales. No obs¬ 
tante, la entropia de von-Neumann no es una buena medida del grado de entrelazamiento para estados 
mixtos, la razon es que existen estados no entrelazados cuya entropia de algunas de sus partes puede no 
anularse. Para cuantificar el grado de entrelazamiento de un estado mixto Wooters 26 propone al promedio del 
entrelazamiento de las particiones que componen al sistema y luego minimizando sobre toda la composicion, 
es decir: 

EoF(p) = min E PiEtyi), (14) 

i 

siendo E (ip) = —tr [pA^og 2 pa] = — [pb log 2 Pb\ es la entropia asociada a cada una de las partes del sistema 
bipartito. En cualquier caso (puro o mixto) el EoF se puede escribir como 

EoF(p) = h^ 1 + Vl 2 ~ C2 ^j , (15) 

siendo h(x) = — x\og 2 x — (1 — x)log 2 (l — x) la funcion de entropia binaria. El parametro real y positivo 
C recibe el nombre de concurrencia, y viene definida para estados puros y mixtos como C = | | y 

C = max {0, y/\i — y /\2 — \/A 3 — j respectivamente. Siendo los A, los autovalores, en orden decreciente, 
de la matriz positiva y hermitica R = \J\fp p yfp, o alternativamente, son las raices de los valores propios de 
la matriz no hermitica pp, y | ip) asi como p resultan de aplicar la operation ” spin-flip” sobre el estado puro 
| ip) y el estado mezcla p, es decir, | ip) = a y <8) cr y \ip*} y p = (a y cr y ) p * (a y <g> a y ), respectivamente. Siendo 
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\r) y P * el conjugado de los estados puro y mixto |t/>) y p, respectivamente. Para los estados tipo-Werner 
indicados en (fT2l) se tiene que la concurrencia es 


C = 


y/~X+ — 2\/Ao — y/XZ si q < \ 
\/^o- 2\A+ sig = \ 

— 2y/\o — si q>\ 


Donde 


Q = 


Aq — 


1 + 3 p 


1 -Q 


x± = ! ^ LL+L lE lc * [^±^(1-49)2^+129(1-9)] 


_ 9(1-9) 1 i-4g 
3 + 18 

Siendo = n A /2N A N^_ la concurrencia del estado puro m 


(16) 


(17a) 

(17b) 

(17c) 


Para el calculo de la DC la informacion mutua cuantica del sistema AB viene dada poi 9 10 

I (PAB ) = s (pa) + S ( PB ) - s ( PAB) ■ 


(18) 


Mientras que la informacion mutua despues de un conjunto de medidas proyectivas locales en la partition 
B, tipo von Neumann, esto es, {IL^} = {I 2 <S> \j B )(j B \\- El estado final de todo el sistema, una vez realizada 
la medida sobre B , sera 

(19) 


PAB\ui = J ( a 2 ® PAB (l 2 < 
siendo pj la probabilidad de obtener dicho estado p A ^j , esto es, 


n ’ Bl , 


pj = tr 


(u 2 <g> n j b )pab 


( 20 ) 


La entropfa condicional despues de la medida sera S ypAB^Bj = Z2j Pj& (PA\j), siendo S (pa\j) = ^b(p ab \yp ) 
la entropfa del subsistema A despues de la medida. La informacion mutua del sistema AB despues de la 
medida sera: 

( 21 ) 


J (PAB ) = s (pa) ~ s ( pabIIE 


B 


La medida de la discordia cuantica se define como 


(PAB) = I (pab) - max J (pab) 


ri F 


( 22 ) 


Esta discordia es siempre positiva, 


La maximization se realiza sobre todas las medidas posibles |lL^|. 
asimetrica (ya que 5 ^ (pab) / ( Pab )), es cero si y solo si las medidas locales no perturban al sistema 

cuantico, y es invariante ante transformaciones unitarias. El calculo de la DC exige en muchos casos cono- 
cidos un proceso de maximization numerica de la entropfa condicional, y en muy pocos casos se conoce la 
solution analftica. En el presente trabajo determinamos analfticamente la DC para la matriz de cuasi-Werner 
Pw(&D, f( n ),p) dada por la ecuacion (fl2l) . encontrando que esta tiene la forma 


con 


S^(pab) = S(p B ) + F(z+) + F(z-) - S(pab) 


_ 1 , 4g — 1 2 Nt-Nj 
Z± 2 ± 24 U+ NiNi 


F(z) = ^L In 


3 z 
1-9 


- 1 


' + Jy - 
— z In 


I _ Bbl 

1 3z 


(23) 

(24a) 

(24b) 
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Figure 1: Graficas de la DC (linea solida) y EOF (linea segmentada) en funcion del parametro de rnezcla p, 
con a = 0.1 (verde), a = 0.5 (morado) y a = 1 (rojo), para (a) k = 1/2, (b) k = 1 y (c) k = 3/2. 


Mientras que la entropi'a S(pB ) viene dada por 

S{pb) = h(\- \pyj 1 - c£) (25) 

siendo h(x) la funcion de entropia binaria y = ri^/lN+N 2 . la concurrencia del estado dado en (fTTl) . 


Resultados y conclusiones 

En la Figura[TJ, se muestra la relation entre la DC (lineas solidas) y el EoF (lineas segmentadas), en funcion 
del parametro de mezcla p. En funcion de los resultados obtenidos hernos definido, a partir de la amplitud 
|a|, tres regiones de interes. La region con |a| < 0.1 (valores pequenos de |a|), la region con 0.1 < |a| < 1 
(valores intermedios de |a|), y la region con |a| > 1 (valores grandes de |a|). En cada una de las graficas 
contenidas en la Figura[l]se comparan la DC y del EoF para los valores de |a|; |a| = 0.1 (lineas verdes), 
|a| = 0.5 (lineas moradas) y |a| = 1 (lineas rojas). La FiguraQJa), corresponde al valor del parametro de 
deformacion k = 1/2, la Figura[U(b), corresponde al valor del parametro de deformacion k = 1, y la Figura 
QJc), corresponde al valor del parametro de deformacion k = 3/2. 

La DC y EoF no son susceptibles a los efectos introducidos por la funcion de deformacion para valores 
pequenos y grandes del parametro |a|. Sin embargo, en la region de valores intermedios de dicho parametro 
(lineas moradas), se puede observar que la DC y EoF cambian conforme lo hace el parametro de deformacion 
k. Ademas, a medida que |a| aumenta tambien lo hace de forma monotona la DC y el EoF. Por otra parte, 
se puede observar que el EoF y la DC coinciden cuando el parametro de mezcla es p = lEM y alcanzan su 
maxirno valor. Esto se debe a que el estado (fl2l) es puro para dicho valor de p. Tambien, se puede notar que 
siempre existe DC aun en aquellas regiones de p donde no existe entrelazamiento (estados producto); por lo 
que la DC mide otro tipo de correlation mas alia del entrelazamiento. 

En conclusion, se puede emplear la DC para los estados estudiados como recurso en protocolos de com¬ 
putation cuantica y/o para el procesamiento cuantico de la information, ya que al modificar el parametro k, 
en la region de valores intermedios de a, se puede calibrar en forma discreta los valores de la DC. 

En el presente trabajo se obtuvo una expresion analitica de la DC y EoF para los estados tipo Werner bi- 
partitos entrelazados /—deformados, tomando como funcion de deformacion la funciones de Barut-Girardello 
y el estado tipo Bell Encontrando, 
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